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Axlgma‘s van Euvlldes : B T e L
"4, Dingen, gelijk ean hetzelfde,‘zign geiijk aan eIkaar.,gﬁ IEAIOESPLE
2, Als men bij: gelljke%élngen geligke voegt, zijn totalen geligk R
3, Als men van gelijke dingen gelijke afneemt, ~resten "
4. Dingen die op elkaar passen,zijn gelijk.
5. En het geheel is groter dan het deel .
Op grond van deze axioma's bew1gst Euclidesa f ’ ’ . A
A. Rarallelogrammen op aelljke basis met gelljkéihoc@te zijn gelijk "
\ (dus elk parallelogram gelijk aan een. rechthoek) °
;' B. Eenwdrlehoek is gelljk aan een parallelogram op dezelfde basls met
~ de halve hoogte (dgs ook gelijk aan een rechthoek3 e
’GQ?Rechthoek ad = rechthoek bc,»als a b =0c1:d RET L s

{dus elke rechthoek gelijk aan gechthoek met basis 1)‘ Daar nu eﬁke

veelhoek in driehoeken verdeeld kan worden,wwaarvan elk geiiqk is
aan een rechthoek met basis 1, is elke veelhoek gellgk aen een '
rechthoek met basis 1, Dit is alles wat men nodig heef% om veel-
hoeken A en B volgens hun opnervlak te Vergelijken en nit te maken -

of A>B of A =B of B>A is., Om de bewijzen geheel streng té maken,

moet men nog 2 axioma's erbij nemens

6. A =B en A>B en B< A sluiten elkaar uit

7. Uit A = BenB>CvolgtA>C e

Uitgaande van ‘deze beschouwingen, deflnleert Hilbert..de begrippen

zerlegungsgleich en erggnzungsgleioﬁ

Deze begrippen kunnen inderdaad als‘basis voor een theorie van de
oppervlakten van vkakke veelhoeken dienent Twee veelhoeken hebben
gelijk opp., als ze erginzungsgleich (of zerlegungsgleich) zijn,
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2. Als twee krommen in é4én vlak cezelfde uiteinden hekben en naar

dezelfde kent hol zijn, en &ls de eerste wordt omvat door de tweede
en de verbindingslijn der uiteinden, dan is de eerste de kleinste,
3. ¢n 4, analoog voor oppervliakien.

Med behwlp ven 4. en 2, bewijsd nu Avchimedes:

De cirkel is gelilk aan =eci jrichoek welks basis gelijlk i3 aan de
omtrek en de hoogte gelijk amn de straal, Het bolopperviak is gelijk
san het oppervlek van een cirkel, die as middellijn%Van de bol tot
straal heeft,

Dewijzen: Zie I.J. Dijketerhuls, Archimedes I,
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- Maar voor cirkels gaat 't niebt mneer: een maantje van Hippokrates is
even groot als een gelijkhenige wechsi.. driehoek, maar niet zerle-
gungsgleich en ook niet ergénzungsgleich, Ook in de ruimte loopt 't
mis: Twee pyramides met gelijke basis en hoogte zijn . wel even gr00t,;
maer volgens Dehn niet erginzungsgleich. Voor prisma's kan men het-
zelfde doer als in het vlak, mear niet voor pyremides.

111, Visk HOE DEOEN LE O/DE CEIEKEN HET DAN?

ema

Axioma's bij Buclides geen definitie, maar bewijsmiddel. In de ruimte
moet men er nogeen tosvoegen:

8. Voor elk tweetal lichamen geldt &4 = B of A>B of B> A,

9, Als A>B, dan is er een C zo dat A =B + C,
10, Als C<¢ D, dan is een veelvoud van C groter dan D.

Nu kan men bewijzen:

Twee tehraéders met _geliijke basis en hoogte zijn gelijk

1, Eulpstelling (Eucl. X 1)s Is A>B en neemt men van A een stuk
groter dan de helft weg, van de rest weer een stuk groter dan de
helft, etc.,, dan zal de rest tenslotte kleiner worden dan B.

2, Elk tetraeder kan verdeeld worden in g prismat’s en 2 tetreeders,
on de 2 prisma's zijn groter dan de 2 tetraeders (Eucl. XII 3).

3, Neem twee tetraeders T en U op gelijke bases met gelijke hoogte.
Indien T> U, stel dan T =T + V

Verdeel T en U volgens 2) tofdat rest< Vi

T =P+ R, R<VenU:=¢+ 35

Prisma's P = Prisma's Q

M =P 4+ B<Q + VKU + V = Ts Contradictie. Dus T>U onmogelijk. Maar
ook U> T onmogelijk. Dus T = U, '

4, Elk driezijdig priszmsa kan, gelijk bekend, verdeeld worden in 3
tetracders met 2 aan 2 gelijke basis en hoogte.

Dus _

A, Prisms = 3x Tetraeder, ofs

Tetraecder Prismaiop dezelfde basgis net 1,73 van de hoogte.

Elk polyeder kan nu in pyramiden verdeeld worden, en van deze kad wei
allemezl weer blokken met basis 1 maken, deze 0P elkaar svapelen en
zo de inhoud meten. Fuclides bewijst met dezelfde metincdesr

ft

B, Pyramiden met dezelfde hooglte verhovden zich als basea

C. Cirkels verhouden zich als quadraten op stralen.

D, Bollen verhouden zich als kubussen op stralen.

Masar voor cirkelomirek en boloppervlak zijn nieuwe axicms's nodig.
IV. OVIREK EN OPPERVIAK VOLGENS ARCHIMEDES

Archimedes definieexrts

Tern kromme is hol nasr &&n kent, wamneer alle lijnstulkken, die twee
punten van d? kromme verbindeu, steads aan dezelfde kant liggen.

Azrioma's:
1, Van alle lijnen met dezelifde uiteinden is de reelts e Kleinste.



